
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Differentiation 
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Differentiation: คือ การหาอนุพันธ์ หรือ ความชันของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหน่ึง 

 

สูตรการดิฟพ้ืนฐาน ให้  แทนค่าคงท่ี: 𝐶
1.​  

𝑑
𝑑𝑥 [𝐶] = 0

2.​  เม่ือ  
𝑑

𝑑𝑥 [𝑥𝑛] = 𝑛𝑥𝑛−1 𝑛 เป็นคา่คงท่ี

3.​  
𝑑

𝑑𝑥 [𝐶𝑥𝑛] = 𝐶 𝑑
𝑑𝑥 [𝑥𝑛]

4.​  
𝑑

𝑑𝑥 [𝑎 + 𝑏] = 𝑑
𝑑𝑥 [𝑎] + 𝑑

𝑑𝑥 [𝑏]

 

ตัวอย่าง 

 

 
𝑑

𝑑𝑥 [𝑥5 + 𝑥4.2 + 3] = 5𝑥5−1 + 4. 2𝑥4.2−1 + 0 = 5𝑥4 + 4. 2𝑥3.2

 

จงดิฟพจน์ต่อไปน้ีโดยใช้สูตรการดิฟพ้ืนฐาน 

1.​  5
 

 

 

 

2.​  𝑥
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3.​  𝑥100

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​ 5  𝑥0.5

 

 

 

 

 

 

 

 

5.​  8𝑥2.5 + 888π
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6.​  (𝑥5)(𝑥2 + 2) + π7

 

 

 

 

 

 

 

 

7.​  𝑥−2.3 + 𝑥3 + 3𝑥
 

 

 

 

 

 

 

8.​  
1

𝑥3 + 1

𝑥4 + 𝑥2.5

𝑥5.2
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Diff ผลคูณ 
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Product Rule (Diff ผลคูณ) 

ให้  𝑢 และ 𝑣 สามารถเขียนในฟังกชั์นของ 𝑥 ได้
   

𝑑
𝑑𝑥 𝑢𝑣 = 𝑢 𝑑𝑣

𝑑𝑥 + 𝑣 𝑑𝑢
𝑑𝑥

ตัวอย่าง 

 
𝑑

𝑑𝑥 (𝑥5)(𝑥2 + 2) = 𝑥5 𝑑(𝑥2+2)
𝑑𝑥 + (𝑥2 + 2) 𝑑(𝑥5)

𝑑𝑥

 = 𝑥5(2𝑥 + 0) + (𝑥2 + 2)(5𝑥4) = 7𝑥6 + 10𝑥4

 

จงดิฟพจน์ต่อไปน้ีโดยใช้ Product Rule 

1.​  𝑥(𝑥2 − 1)
 

 

 

 

 

 

2.​  𝑥(1 + 𝑥)5
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3.​ 4  (𝑥 − 2)2(𝑥 + 1)2

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​  (𝑥 − 2)2(2𝑥 + 2)2

 

 

 

 

 

 

 

 

5.​ ​(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)−1
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Diff ผลหาร 
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Quotient Rule (Diff ผลหาร) 

ให้  𝑢 และ 𝑣 สามารถเขียนในฟังกชั์นของ 𝑥 ได้

   
𝑑

𝑑𝑥
𝑢(𝑥)
𝑣(𝑥) =

𝑣 𝑑𝑢
𝑑𝑥 −𝑢 𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑣2

ตัวอย่าง 

 
𝑑

𝑑𝑥
𝑥

2𝑥+5 =
(2𝑥+5) 𝑑𝑥

𝑑𝑥 −𝑥 𝑑(2𝑥+5)
𝑑𝑥

(2𝑥+5)2 = (2𝑥+5)−(2𝑥)

(2𝑥+5)2 = 5

(2𝑥+5)2

 

จงดิฟพจน์ต่อไปน้ีโดยใช้ Quotient Rule 

 

1.​  
5𝑥

𝑥+1

 

 

 

 

 

 

 

2.​  
2𝑥

3𝑥−2
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3.​  
𝑥+3

2𝑥+1

 

 

 

 

 

 

 

4.​  
3𝑥2+1

(𝑥+1)2

 

 

 

 

 

 

 

5.​  
6𝑥

(𝑥+3)0.5
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Chain Rule 
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Chain Rule (Diff ด้วยกฎลูกโซ่) 

ให้มี  เป็นฟังก์ชันของ  และ  เป็น  จะเขียน 𝑢 𝑣 𝑣 ฟังกชั์นของ 𝑥
 

𝑑𝑢
𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

𝑑𝑣 · 𝑑𝑣
𝑑𝑥

ตัวอย่าง 

 จะมองเป็นฟังก์ชันพ้ืนฐานว่า  และ  
𝑑

𝑑𝑥 (2𝑥)3 𝑢 = 𝑣3 𝑣 = 2𝑥

 
𝑑

𝑑𝑥 (2𝑥)3 = 𝑑(𝑣3)
𝑑𝑣 · 𝑑𝑣

𝑑𝑥 = 3𝑣2 · 𝑑𝑣
𝑑𝑥 = 3(2𝑥)2 · 𝑑(2𝑥)

𝑑𝑥 = 6(2𝑥)2

 

จงดิฟพจน์ต่อไปน้ีโดยใช้ Chain Rule 

 

1.​  (5𝑥 + 3)2

 

 

 

 

 

 

2.​  (2𝑥2 + 2𝑥 + 3)3
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3.​  (2(5𝑥 + 3)2 + 3)4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​  ( 𝑥
2𝑥+1 )420
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5.​  (𝑥3 + (4𝑥)4 + 5((3𝑥 + 2)2)2)420
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6.​  ( 1
4 { 5𝑥2 + 3𝑥}4 + 3)2
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7.​  
( (2𝑥)2+3𝑥 )2+1

( (2𝑥)2+3𝑥 )2
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8.​  
(2𝑥+1)6+(3𝑥+2)4+2(2𝑥+1)3(3𝑥+2)2+2

((2𝑥+1)3+(3𝑥+2)2)2+1
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Diff อนุพันธ์อันดับสูง 
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การ Diff อนุพันธ์อันดับสูง( ดิฟหลายๆรอบ ) 

อนุพันธ์อันดับ 1 =  
𝑑𝑦
𝑑𝑥

อนุพันธ์อันดับ 2 =  
𝑑

𝑑𝑥 ( 𝑑𝑦
𝑑𝑥 ) = 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

อนุพันธ์อันดับ    𝑛 = 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛

 

ตัวอย่าง จงหาอนุพันธ์อันดับ 2 3 และ 4 ของ  𝑦 = (5𝑥 + 3)3

 
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 3 · (5𝑥 + 3)2 · 𝑑(5𝑥+3)

𝑑𝑥 = 15 · (5𝑥 + 3)2

 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑑
𝑑𝑥 15 · (5𝑥 + 3)2 = 15 · 2 · (5𝑥 + 3) · 𝑑(5𝑥+3)

𝑑𝑥

​  = 150(5𝑥 + 3)

 
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 = 𝑑
𝑑𝑥 150(5𝑥 + 3) = 150 · 5 = 750

 
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4 = 𝑑
𝑑𝑥 750 = 0

จงหาอนุพันธ์อันดับ 2 3 และ 4 ของ  ต่อไปน้ี 𝑦

1.​  𝑦 = ( 1
2 𝑥 + 3)4
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2.​  𝑦 = (2𝑥 + 3)3.5
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3.​  𝑦 = 1
𝑥+1
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4.​  𝑦 =    𝑥
(3𝑥+1)
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5.​  𝑦 =    (3𝑥+1)2 +2(3𝑥+2)+1
(3𝑥+2)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Phupha Tutor        23 



 

6.​  𝑦 = 1

2𝑥 +5
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​
 

 

 

 

 

 

 

 

ลิมิต 
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Limit  

 คือค่าของ  โดย  ก็ต่อเม่ือ  
𝑥 𝑎
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) เม่ือ 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎
𝑥 𝑎
lim
→

𝑓(𝑥) = 𝐿

 โดยจะพิจารณาเฉพาะลิมิตท่ีอยู่ในโดเมน 
𝑥 𝑎−
lim
→

𝑓(𝑥) = 𝐿 =
𝑥 𝑎+
lim
→

𝑓(𝑥)

 

เช่น   จาก  ไม่อยู่ในโดเมนของ  จึงจะพิจารณาแค่  𝑓(𝑥) = 𝑥 0−  𝑓(𝑥) 𝐿 =
𝑥 0+
lim
→

𝑓(𝑥)

  
𝑥 0
lim
→

𝑥 =
𝑥 0+
lim
→

𝑥 = 0

 

จงพิจารณาว่ามีลิมิตหรือไม่ 

 

1.​  
𝑥 −7

lim
→

3𝑥 + 5
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2.​  
𝑥 3
lim
→

𝑥2

 

 

 

 

 

 

 

3.​  
𝑥 −1

lim
→

𝑥3 + 𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​  
𝑥 1
lim
→

𝑥 − 1| |
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5.​  
𝑥 0
lim
→

𝑥420 + 6𝑥 + 9

 

 

 

 

 

 

 

6.​  
𝑥 100

lim
→

𝑥 + 6

 

 

 

 

 

 

 

7.​  
𝑥 0
lim
→

1
𝑥
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8.​  
𝑥 ∞
lim
→

𝑥+3
𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.​   เม่ือ  เม่ือ  และ  เม่ือ 
𝑥 −1

lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 5𝑥 + 3 𝑥≤− 1 𝑓(𝑥) = 2𝑥

 𝑥 >− 1
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10.​   เม่ือ  เม่ือ    เม่ือ 
𝑥 −1

lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4 𝑥<− 1, 𝑓(𝑥) =− 4𝑥 − 1

และ  𝑥 >− 1 𝑓(− 1) = 0
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11.​   เม่ือ  เม่ือ  และ  
𝑥 0
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 𝑥< 0 𝑓(0) = 0
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โดยสำหรับฟังก์ชันต่อเน่ือง  
𝑥 𝑎−
lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) =
𝑥 𝑎+
lim
→

𝑓(𝑥)

เช่น   จะได้ว่า  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 5
𝑥 4
lim
→

𝑓(𝑥) = 𝑓(4) = 42 + 5 = 21

จงหาค่าลิมิตของฟังก์ชันต่อเน่ืองต่อไปน้ี 

 

1.​   เม่ือ  
𝑥 −1

lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 4

 

 

 

 

 

 

 

 

2.​   เม่ือ    
𝑥 0
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 1
𝑥+1 , 𝑥 > 0
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3.​   เม่ือ  
𝑥 0
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑥+4
𝑥+5 , 𝑥 > 0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​   เม่ือ  
𝑥 3
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 5𝑥 + 20
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5.​   เม่ือ  
𝑥 5
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 4𝑥2 − 9𝑥 + 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.​   เม่ือ  
𝑥 −1

lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 10𝑥 − 9| |
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7.​   เม่ือ  
𝑥 0
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 2−𝑥 + 3−𝑥 + 𝑥
𝑥+1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.​   เม่ือ  
𝑥 0
lim
→

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔(𝑥)
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สมบัติท่ีต้องรู้ของลิมิต 
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สมบัติของลิมิต 

การดำเนินการทางคณิตศาสตร์ของฟังก์ชันซ่ึงจำนวนพจน์สามารถนับได้ภายในลิมิตสามารถแยกลิมิตเป็นแต่ละ

ส่วนได้โดยแต่ละส่วนลู่เข้าหาจำนวนจริง 

 

เช่น  
𝑥 ∞
lim
→

1 + 1
𝑥 + 1

𝑥2 =
𝑥 ∞
lim
→

1 +
𝑥 ∞
lim
→

1
𝑥 +

𝑥 ∞
lim
→

1

𝑥2 = 1

 

จงหาค่าลิมิตต่อไปน้ี 

1.​  
𝑥 ∞
lim
→

2𝑥+1
𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

2.​  
𝑥 0
lim
→

2𝑥2+𝑥+3𝑥4

𝑥
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3.​  
𝑥 ∞
lim
→

(𝑥+1)
𝑥 · (𝑥+2)

𝑥 · (𝑥+𝑥)
𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​  
𝑥 ∞
lim
→ 𝑖=1

1000

∑ 𝑖
𝑥
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5.​  
𝑥 ∞
lim
→

(𝑥+1)
𝑥 · (𝑥+2)

𝑥 · (𝑥+3)
𝑥 ·... · (𝑥+𝑥)

𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.​  
𝑥 ∞
lim
→ 𝑖=1

𝑥

∑ 𝑖
𝑥
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การหาลิมิตท่ีอยู่ในรูป undefined form 
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Limit undefined form (ลิมิตไม่สามารถหาค่าได้โดยตรงจากการแทนค่า) 

ในมอปลาย ส่วนใหญ่จะเห็นได้บ่อยในรูปท่ีแทนค่าโดยตรงแล้วจะได้รูป  ซ่ึงจะกำจัดพจน์ท่ี
0
0 , ∞

∞ , ∞ − ∞

ทำให้เกิด  หรือ  ออกไปจากเศษหรือส่วน​0 ∞
ตัวอย่าง​

 
𝑥 2
lim
→

(𝑥+3)(𝑥−2)
𝑥−2 =

𝑥 2
lim
→

𝑥 + 3 = 5

 

จงหาค่าของลิมิตต่อไปน้ี 

 

1.​  
𝑥 9
lim
→

(𝑥−9)(𝑥−3)
𝑥−9

 

 

 

 

 

 

2.​  
𝑥 3
lim
→

𝑥2−4𝑥−3

𝑥2−5𝑥+6
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3.​  
𝑥 5
lim
→

𝑥3−𝑥2−17𝑥−15

𝑥3−𝑥2−16𝑥−20

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​  
𝑥 2
lim
→

6𝑥−7·2𝑥−4·3𝑥+28

10𝑥−2·2𝑥−4·5𝑥+8
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5.​  
𝑥 4
lim
→

𝑥−4
𝑥−2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.​  
𝑥 3
lim
→

𝑥2+𝑥− 𝑥+9
𝑥−3
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7.​  
𝑥 1+
lim
→

3 𝑥−1
𝑥−1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.​  
𝑥 ∞
lim
→

𝑥+ 𝑥
2𝑥+1
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9.​  
𝑥 ∞
lim
→

2𝑥3+1

𝑥2−𝑥3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10.​  
𝑥 ∞
lim
→

(𝑥+1)8

(𝑥+2)4(𝑥+3)5
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11.​  
𝑥 ∞
lim
→

𝑥+1

9𝑥2+1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12.​  
𝑥 ∞
lim
→

( 𝑥 + 1 − 𝑥)
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13.​  
𝑥 −4

lim
→

𝑥2+9−5
𝑥+4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14.​  
𝑥 ∞
lim
→

[ 𝑥2

2(𝑥2+1)
− 2𝑥

(𝑥2+1)
]
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เสริม กฎของโลปิตาล 
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เสริม เพ่ือความรวดเร็วในการทำโจทย์ลิมิต 

กฎของโลปิตาล ใช้ได้เม่ือกรณีแทนค่าลิมิตแล้วได้  เท่าน้ัน นอกจากน้ีต้องจัดรูปให้เป็น  เช่น 
0
0 , ∞

∞
0
0 , ∞

∞

 จัดรูปเป็น  ∞ · 0 ∞ · 1
∞

 เม่ือ และ  พร้อมกัน 
𝑥 𝑎
lim
→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =

𝑥 𝑎
lim
→

𝑑
𝑑𝑥 𝑓(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥 𝑔(𝑥)
𝑓(𝑎)  𝑔(𝑎) ลูเ่ขา้ 0 หรือ ∞

 

ตัวอย่าง 

 
𝑥 ∞
lim
→

𝑥+ 𝑥
2𝑥+1 =

𝑥 ∞
lim
→

𝑑
𝑑𝑥 (𝑥+ 𝑥)
𝑑

𝑑𝑥 (2𝑥+1)
=

𝑥 ∞
lim
→

1+ 1
2 𝑥

2 = 1
2

 

ลองใช้กฎของโลปิตาลกับโจทย์ต่อไปน้ี 

 

1.​  
𝑥 9
lim
→

(𝑥−9)(𝑥−3)
𝑥−9
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2.​  
𝑥 5
lim
→

𝑥3−𝑥2−17𝑥−15

𝑥3−𝑥2−16𝑥−20

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.​  
𝑥 ∞
lim
→

2𝑥3+1

𝑥2−𝑥3
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4.​  
𝑥 4
lim
→

𝑥−4
𝑥−2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.​  
𝑥 3
lim
→

𝑥2+𝑥− 𝑥+9
𝑥−3
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6.​  
𝑥 1+
lim
→

3 𝑥−1
𝑥−1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.​  
𝑥 ∞
lim
→

𝑥+1

9𝑥2+1
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การอินทิเกรตพ้ืนฐาน 
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Integration คือการหาพ้ืนท่ีใต้กราฟ​
การอินทิเกรตพ้ืนฐาน โดยให้  แทนค่าคงท่ี 𝑘, 𝐶

 ∫ 𝑘𝑑𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝐶

 เม่ือ   ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 = 1
𝑛+1 𝑥

𝑛+1
+ 𝐶 𝑛 ≠− 1

 ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 ∫ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

ตัวอย่าง 

 ∫ 3𝑥2 + 𝑥𝑑𝑥 = 3∫ 𝑥2𝑑𝑥 + ∫ 𝑥𝑑𝑥 = 3 · 1
3 𝑥

3
+ 1

2 𝑥
2

+ 𝐶 = 𝑥3 + 1
2 𝑥

2
+ 𝐶

จงอินทิเกรตไม่จำกัดเขตต่อไปน้ี 

 

1.​  ∫ 5𝑑𝑥
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2.​  ∫ 𝑥𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

3.​  ∫ 𝑥3𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

4.​  ∫ 3
5 𝑥

2
3 𝑑𝑥
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5.​  ∫ 𝑥 + 3𝑥2𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

6.​  ∫ 𝑥2 𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

7.​  ∫ 𝑥
− 1

2 + 𝑥
− 1

3 + 𝑥5.2𝑑𝑥
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8.​  ∫(𝑥 + 1)(𝑥)𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.​  ∫(𝑥 + 2)(𝑥2 + 2𝑥 + 4)𝑑𝑥
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การอินทิเกรตด้วยวิธีการแทนค่าตัวแปร 
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การอินทิเกรตด้วยวิธีการแทนค่าตัวแปร (u-sub) 

เป็นการแทนค่าเพ่ือจัดรูปให้อยู่ในรูปพ้ืนฐานซ่ึงสามารถอินทิเกรตได้โดยตรงแล้วแทนค่ากลับ  

เช่น    ให้  จะแทนค่า  ให้อยู่ในรูป  โดยการดิฟ  เทียบ ∫(2𝑥 + 1)10𝑑𝑥 𝑢 = 2𝑥 + 1 𝑑𝑥 𝑑𝑢 𝑢

 ท้ัง  ข้างของสมการ จะได้ว่า   𝑥 2 𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥

 ∫(2𝑥 + 1)10𝑑𝑥 = ∫(𝑢)10 𝑑𝑢
2 = 𝑢11

22 + 𝐶 = (2𝑥+1)11

22 + 𝐶

จงหาค่าของอินทิเกรตไม่จำกัดเขตต่อไปน้ี 

 

1.​  ∫(3𝑥 + 2)3𝑑𝑥
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2.​  ∫(2𝑥 + 7)
1
2 𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.​  ∫(8𝑥 + 6)888𝑑𝑥
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4.​  ∫(4𝑥 + 3)(2𝑥2 + 3𝑥 + 7)2𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.​  ∫(3𝑥 + 1)2(3𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥)2𝑑𝑥
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อินทิเกรตแบบจำกัดเขต 
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อินทิเกรตแบบจำกัดเขต 

จากการอินทิเกรตแบบไม่จำกัดเขต ให้  แล้ว 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)

เช่น  
1

5

∫ 𝑥𝑑𝑥 = (5)2

2 − (1)2

2 = 12

จงหาอินทิเกรตจำกัดเขตต่อไปน้ี 

1.​  
1

5

∫ 𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

2.​  
−1

1

∫ 𝑥2𝑑𝑥
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3.​  
−2

2

∫ 𝑥2 + 𝑥 + 1𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.​  
1
5

3
5

∫(5𝑥 + 1)3𝑑𝑥
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5.​  
0

1

∫(3𝑥 + 1)1.5𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.​  
0

1

∫(𝑥 + 4)(𝑥2 + 8𝑥)0.5𝑑𝑥
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7.​  
−1

0

∫ (𝑥 + 3)(𝑥2 + 6𝑥 + 7)4𝑑𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.​  
−1

0

∫ (3𝑥2 + 6𝑥 + 1) (𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥 + 2)0.5𝑑𝑥
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หาพ้ืนท่ีปิดล้อมจากฟังก์ชัน 
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หาพ้ืนท่ีปิดล้อมจากฟังก์ชัน 

ในการอินทิเกรต  เพ่ือหาพ้ืนท่ีปิดล้อม จะกำหนดให้  คือฟังก์ชันท่ีอธิบายขนาดของพ้ืนท่ีน้ัน
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 𝑓(𝑥)

เม่ือ  ใดๆ ต้ังแต่  จนถึง ​𝑥 𝑥 = 𝑎 𝑥 = 𝑏

ตัวอย่าง ให้หาพ้ืนท่ีปิดล้อมของ  และ  𝑦 = 3 𝑦 = 𝑥2

 

จากกราฟเห็นได้ว่าพ้ืนท่ีเกิดจากการประกอบส่วนพ้ืนท่ีเล็กๆ ท่ีมีความยาว  ต้ังแต่  ไป3 − 𝑥2 𝑥 =− 3
จนถึง ​𝑥 = 3

โดยจะเขียนอินทิเกรตได้ว่า  𝐴𝑟𝑒𝑎 =
− 3

3

∫ 3 − 𝑥2𝑑𝑥

จงหาพ้ืนท่ีปิดล้อมจากฟังก์ชันต่อไปน้ี 

1.​   และ  ต้ังแต่  ถึง  𝑦 = 𝑥 𝑦 = 5 𝑥 = 0 𝑥 = 5
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2.​  และ  ต้ังแต่  ถึง  𝑦 = 𝑥2 𝑦 =− 1 𝑥 = 0 𝑥 = 2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.​  และ  ต้ังแต่  ถึง  𝑦 = 𝑥| | 𝑦 =− 1 𝑥 =− 1 𝑥 = 2
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4.​  และ  ต้ังแต่  ถึง  𝑦 = 𝑥 𝑦 = 2 𝑥 =− 2 𝑥 = 8
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.​  และ  ต้ังแต่  ถึง  𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 1 𝑥 =− 3 𝑥 = 3
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6.​  และ  ต้ังแต่  ถึง  𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 𝑥 𝑥 = 1 𝑥 = 2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.​  และ  ต้ังแต่  ถึง  𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 𝑥 𝑥 = 0 𝑥 = 2
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8.​  และ  ต้ังแต่   ถึง  𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 𝑥 𝑥 =− 2 𝑥 = 2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.​  และ  ต้ังแต่   ถึง  𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 𝑥3 𝑥 =− 2 𝑥 = 2
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10.​  และ  ต้ังแต่   ถึง  𝑦 = 𝑥2 𝑦 = 𝑥2 𝑥 =− 2 𝑥 = 2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11.​พ้ืนท่ีปิดของ  และ  𝑦 = 2𝑥2 𝑦 = 𝑥4 + 1
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โจทย์ท้าทาย 
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1.​   เป็นฟังก์ชัน โดยท่ี  ถ้า  หาค่าของ 𝑓 𝑓'(𝑥) = 2𝑥 + 1 ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥2 + 2𝑥)
 ℎ'(𝑥)
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2.​ ให้   เม่ือ  เป็นจำนวนจริงบวก ถ้าพ้ืนท่ีท่ีปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 𝑓(𝑥) =− 𝑥2 + 𝑘 𝑘
 กับ  เท่ากับ  ตารางหน่วย หาค่าของ  𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑦 = 0 36 𝑓(− 1) + 𝑓(1)

 

Phupha Tutor        75 



3.​ ให้  เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบนเซตของจำนวนจริง ซ่ึง  และ 𝑓 𝑓(0) = 10,  𝑓(3) = 9

 เม่ือ  และ  เม่ือ  จงหาค่าของ 𝑓'(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥  𝑥 < 1 𝑓'(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎 𝑥 ≥ 1 
 ท่ีเป็นจำนวนจริง 𝑎
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4.​ ให้  เป็นเส้นตรงซ่ึงมีความชันเท่ากับ  และสัมผัส  หาขนาดพ้ืนท่ีท่ีปิดล้อม𝐿 − 2 𝑦 = 17 − 𝑥2

ด้วยแกน  แกน  และเส้นตรง  𝑋 𝑌 𝐿
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5.​ ให้  เป็นฟังก์ชันพหุนาม ถ้า  เม่ือ  แล้ว  มีค่าเท่ากับ𝑓(𝑥) 𝑓( 𝑥 − 1) = 𝑥 𝑥 > 0 𝑓'(1)
เท่าใด 
[Hint จัดรูป x ให้อยู่ในรูป sqrt(x)-1] 
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6.​ กําหนดให้  เม่ือ  เป็นจำนวนจริง ถ้า  มีค่าวิกฤต𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑓
ท่ี  และ แล้วพิจารณาค่าต่ำสุด/สูงสุดสัมพัทธ์ ช่วงของฟังก์ชันเพ่ิมและลด 𝑥 =− 1 𝑥 = 2
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7.​ หาค่าของ   
𝑥 2−
lim
→

𝑥−2| |

𝑥2+5𝑥−14

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.​ หาค่าของ  
𝑥 2
lim
→

( 2
𝑥−2 + 1

𝑥+2 − 8

𝑥2−4
)
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9.​ หาค่าของ  
𝑥 1−
lim
→

1
1−𝑥

(1 − 2𝑥3

𝑥2+1
)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10.​หาสมการของเส้นสัมผัส  ท่ีจุด (1,3) 𝑦 = 6
𝑥+1

[Hint สมการเส้นสัมผัสคือ y-y0=m(x-x0)]  
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11.​หาสมการเส้นตรงต้ังฉากกับเส้นสัมผัสของ  ท่ีจุด  𝑦 = 2 + 𝑥 𝑥 − 1| | (0, 2)
 

 

 

Phupha Tutor        82 



12.​ถ้า  เป็นฟังก์ชันพหุนาม และกราฟของ  ตัดกราฟของ  ท่ี 𝑓(𝑥) 𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑦 = 3𝑥 − 4

 และ  หาค่าของ  𝑥 = 2 𝑥 = 5
2

5

∫ 2𝑥𝑓(𝑥) + (𝑥2 − 1)𝑓'(𝑥)𝑑𝑥

[Hint ลองพิจารณายุบพจน์ท่ีติดให้อยู่ในรูป f(5)-f(2)]  

Phupha Tutor        83 



13.​หาค่าของ  
𝑛=1

∞

∑ 𝑛

𝑛(𝑛+2)/2

∫ 𝑥−2𝑑𝑥

𝑛

[Hint ลองพิจารณาก้อนใน summation // สูตรท่ีอาจจะมีประโยชน์: อนุกรม telescopic] 
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14.​กำหนดให้  เป็นพหุนามท่ีทำให้ฟังก์ชัน  นิยามโดย  เม่ือ  และ 𝑔(𝑥) 𝑓 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) 𝑥 ≤ 1

 เม่ือ  ต่อเน่ืองท่ี  ถ้า  จงหา𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥 𝑥 > 1 𝑥 = 1 (𝑓 ◦ 𝑔)'(1) = 58
ค่า  𝑔'(1)
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15.​กำหนดให้ฟังก์ชัน  เป็นปฏิยานุพันธ์ของ  และความชันของเส้นโค้ง  𝑓(𝑥) 2𝑥 + 5 𝑦 = 𝑔(𝑥)

ท่ีจุด  ใด ๆ คือ  ถ้ากราฟของฟังก์ชัน  และ  ตัดกันท่ีจุด  แล้ว  (𝑥, 𝑦) 3𝑥2 𝑓 𝑔 (1, 2) ( 𝑓
𝑔 )'(1)

เท่ากับเท่าใด 
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16.​ให้  เป็นเส้นโค้งผ่านจุด  และจุด  และเส้นสัมผัสของเส้นโค้งท่ีจุด 𝑦 = 𝑓(𝑥) (0, 1) (1, 1)

 ใด ๆ มีความชันเท่ากับ  เม่ือ  เป็นจำนวนจริง ถ้า (𝑥, 𝑦) 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 𝑎, 𝑏, 𝑐
 และ  จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของ  𝑓'(0) = 1 𝑓''(1) = 2 𝑓(𝑥)
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17.​  เม่ือ  หาค่าของ  𝑎
𝑛

=  
0

1

∫ 𝑥2𝑛 1 − 𝑥2𝑑𝑥 𝑛 = 0, 1, 2,...
𝑛 ∞
lim
→

𝑎
𝑛

𝑎
𝑛−1

​ [Hint ลอง diff ] − 1
3 𝑥

2𝑛−1
1 − 𝑥2

3
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18.​ให้  โดย  เป็นจำนวนจริง เม่ือ𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑎𝑥2 − 3(2𝑎 + 1)𝑥 + 𝑎 + 2 𝑎
แทน  ไปเร่ือยๆ จะได้ค่า  เป็นค่า ท่ีต่ำท่ีสุดในช่วง  ของแต่ละค่า  ,𝑎 𝑚 𝑓(𝑥) − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1 𝑎
จงหาค่า  มากท่ีสุด และ น้อยท่ีสุดท่ีเป็นไปได้ และค่า  ท่ีทำให้เกิดค่าน้ัน 𝑚 𝑎
[Hint ลอง แจกแจงค่า a เม่ือค่า m อยู่ท่ี x=-1, x=1, -1<x<1 ] 
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